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1．设 f 是定义在 Banach 空间 E 的非空开凸子集 D 上的连续凸函数， 
x D∀ ∈ ，下列性质等价： 
( )i f 在 x 处 Fréchet 可微； 




= , 其中 * * * *( , ) sup{ : ( ), ( )}x y x y x f x y f yβ = − ∈∂ ∈∂ ； 
( )iii ( )tδ 为一连续模, 其中 
* * * *( ) sup{ : ( ), ( ), }t x y x f x y f y x y tδ = − ∈∂ ∈∂ − ≤ . 
2．设 f 是定义在 Banach 空间 E 的非空开凸子集 D 上的连续凸函数，β
是 E 的一个囿,若由 β 生成的 β 拓扑可度量化，并设度量为 d，则对 x D∀ ∈ ，
下列性质等价： 
( )i f 在 x 处 β 可微； 




= ，其中 * * * *( , ) sup{ ( , ) : ( ), ( )}x y d x y x f x y f yβ = ∈∂ ∈∂ ； 
( )iii ( )tδ 为一连续模,其中 
* * * *( ) sup{ ( , ) : ( ), ( ), }t d x y x f x y f y x y tδ = ∈∂ ∈∂ − ≤ . 














为 E 的一个囿, x D∀ ∈ ，下列性质等价： 
( )i f 在 x 处 β 可微； 
( )ii lim ( , ) 0,Sy x x y Sβ β→ = ∀ ∈ ， 
其中 * * * *( , ) sup{ ( ) : ( ), ( )}Sx y p x y x f x y f yβ = − ∈∂ ∈∂S ； 
( )iii { ( )}S St βδ ∈ 均为连续模,  



































Since Mazur’s intriguing 1933 theorem,the study of the differen 
-tiability of convex functions on infinite- dimensional spaces has 
continued for seventy years.It has wide-ranging applications in many 
mathematical subjects, such as optimization theory and method , 
control theory, programming,global analysis ,infinite-dimensional 
dynamic system,biomathematics and biologic engineering, mathematics 
in finance and financial engineering,nonlinear analysis etc.There 
are many types of definitions about the differentiability of convex 
functions,but in fact,it mainly includes three types of them,they 
are Gâteaux differentiability, Fréchet differentiability and 
generic differentiability which we call β differentiability in 
this thesis,respectively.In this thesis we introduce a type of real 
functions which are called differentiability moduli and characterize 
the Fréchet differentiability ,and more generally , β differenti- 
ability of the convex functions on Banach spaces by such moduli.We 
have proved the following results. 
1．If f is a continuous convex function defined on a nonempty open 
convex subset D of a Banach space E,to every x D∈ ，the following 
are equivalent. 
( )i f is Fréchet differentiable at x； 




= , while * * * *( , ) sup{ : ( ), ( )}x y x y x f x y f yβ = − ∈∂ ∈∂ ； 
( )iii ( )tδ  is a continuous modul, while 














2．If f is a continuous convex function defined on a nonempty open 
convex subset D of a Banach space E and β  is a bornology of E,if 
the topology generated by β  is matricable and has a metric d，then 
to every x D∈ ，the following are equivalent. 
( )i f is β  differentiable at x； 




= ，while * * * *( , ) sup{ ( , ) : ( ), ( )}x y d x y x f x y f yβ = ∈∂ ∈∂ ； 
( )iii ( )tδ  is a continuous modul, while 
* * * *( ) sup{ ( , ) : ( ), ( ), }t d x y x f x y f y x y tδ = ∈∂ ∈∂ − ≤ . 
3. If f is a continuous convex function defined on a nonempty open 
convex subset D of a Banach space E and β  is a bornology of E ,then 
to every x D∈ ，the following are equivalent. 
( )i  f is β  differentiable at x； 
( )ii lim ( , ) 0,Sy x x y Sβ β→ = ∀ ∈ ,while 
* * * *( , ) sup{ ( ) : ( ), ( )}Sx y p x y x f x y f yβ = − ∈∂ ∈∂S ； 
( )iii { ( )}S St βδ ∈  are a family of continuous moduli,while 
* * * *( ) sup{ ( ) : ( ), ( ), }S St p x y x f x y f y x y tδ = − ∈∂ ∈∂ − ≤ . 

















第一章   绪论 
§1.1 无穷维空间凸函数可微性研究的发展回顾 







化理论和变分原理等有机的结合在一起 [2 18]− 。 
    无穷维空间凸函数可微性研究的发展主要受三个定理的影
响，它们是：1）Mazur 定理 [1]：定义在可分 Banach 空间 E 上的
一个非空开凸子集D上的每个连续凸函数都在D的一个稠密的Gδ
集上 Gâteaux 可微；2）Rademacher 定理：设 U 是 nR 上一个非空
开凸子集， : mf U R→ 是局部 Lipschitz 的，那么 f 在 Lebesgue
意义下几乎处处 Fréchet 可微；3）Minty 定理：如果 f 是 Banach
空间上的的连续凸函数，那么他的次微分映射 f∂ 是极大单调的。
下面我们以第一个定理为基点展开叙述，第二个定理相关发展至
今已有重要进展，如 Preiss 定理 [19]（Rademacher 定理在无限维
















    1.两个重要问题 
    1968 年，Asplund [20]从两方面推广了 Rademacher 定理，发
现在更广泛的空间（现在被称为弱 Asplund 空间）中，相同的结
论成立；发现某些空间上有更强的结论成立。这类空间后来被称
为 Asplund 空间。一个 Banach 空间被称为（弱）Asplund 空间
如果定义在其非空开凸子集上的连续凸函数都在一个稠密的Gδ
集上 Gâteaux（Fréchet）可微。从 Asplund 的研究中我们发现
两个自然而又重要的问题： 
    问题 A 存在等价 Gâteaux（Fréchet）可微范数的 Banach 空
间空间是否必为（弱）Asplund 空间？ 
问题 B（弱）Asplund 空间上是否必存在一个等价 Gâteaux
（Fréchet）可微范数？ 
    无穷维空间中凸函数的微分理论的研究和发展基本上是围
绕这两个问题展开的。1976 年 Ekeland 和 Lebourg [21]用变分原理
证明了存在等价 Fréchet 可微范数的 Banach 空间是 Asplund 空
间。1990 年 Preiss,Phelps 和 Namioka [22]构造性地证明了存在
Gâteaux 可微范数的 Banach 空间是弱 Asplund 空间。这样第一
个问题得到了圆满的解决。至于第二个问题，1990 年 Haydon [23] 给
出了一个具有光滑 Bump 函数但不具有等价 Gâteaux 可微范数的
弱 Asplund 空间的例子，从而，第二个问题得以最终解决。对这














和 Zizler [25] ,Stegall [26,27]等。 
    值得一提的是，在这两个问题漫长的研究过程中，有许多重
要的成果出现，如，Borwein 和 Preiss 的光滑变分原理 [8]；体现
凸微分分析与Banach空间几何学有机结合的Namioka-Phelps定
理 [28]：Ｅ是 Asplund 空间当且仅当其对偶的每个非空 *ω -紧凸子
集均是自身 *ω -强暴露点的 *ω -闭凸包；结合 Namioka-Phelps 定
理，Stegall [26]证明了：Ｅ是 Asplund 空间当且仅当Ｅ具有 RNP.
这个定理充分体现了凸微分分析，Banach 空间几何学和向量值
测度这三个数学分支的完美结合；Collier [29]引入 *ω -Asplund 空
间（定义在其非空开凸子集 D 上的每个 *ω -下半连续的凸函数均
在 D 一个稠密的Gδ 集上 Fréchet 可微）并证明：Ｅ具有 RNP 当
且仅当 *E 是 *ω -Asplund；Preiss，Phelps 和 Namioka [22]证明了
若 Banach 空间具有β -光滑的范数，则其上的每个连续的凸函数
均在其一个稠密的Gδ 集上β -可微等。 
    凸微分分析的研究进入九十年代以来，随着上述两个重要问
题的解决，人们的兴趣也随之转移。这里，我们简单的回顾这个
时期以来凸微分分析中几个主要课题的研究状况。 
2.GDS 与弱 Asplund 空间 
    Banach 空间 E 称为 GDS，如果其上的每个连续凸函数均在一
个稠密的子集上 Gâteaux 可微。如果这个稠密子集还是一个Gδ















弱 Asplund 空间的许多基本问题都没得到解决，如：a) 弱
Asplund 空间的特征是什么？b)如果 E 是弱 Asplund 空间，是否
其闭子空间及E×R也是弱Asplund空间？c)两个弱Asplund空间
的乘积是否还是弱Asplund空间？之所以我们对弱Asplund空间
认识不多，是由于 Gâteaux 可微点集不象 Fréchet 可微点集一样
自然形成Gδ 集 [30] 并且Gδ 集在连续映射下也不是不变的。正因为
弱 Asplund 空间的研究困难重重，Larman 和 Phepls [31]才引入 GDS
的概念并证明了 GDS 的特征为
*( )E R× 中的 *ω -紧凸子集均是自
身 *ω -暴露点的 *ω -闭凸包。而 Fabian 在八十年代中期证明了：
一个 GDS 与 R 的乘积仍是 GDS 的。事实上，我们知道下面四个论
断是等价的 [6]： )i E 是 GDS 的； )ii *E 中每个 *ω -紧凸子集都有一
个 *ω -暴露点； )iii *E 中每个 *ω -紧凸子集都是自身 *ω -暴露点的
*ω -闭凸包； )v E×R 是 GDS。这些特征和 Asplund 空间相类似的特
征比较，使人们更相信 GDS 很可能就是弱 Asplund 空间。但是令
人失望的是，2002 年，Somasundaram [32] 给出了一个是 GDS 但不
是弱 Asplund 空间的反例。这样，弱 Asplund 空间研究中最重要
的公开问题之一“GDS 是否是弱 Asplund 空间？”就得到了圆满
的解决。因此，2001 年，程立新教授和 Fabian [33]所证明的“若 1E ，
2E 为两个 GDS 且其中一个可分，则 1 2E E× 仍是 GDS.”的结论就
显得更重要了，这个结果是 Gâteaux 可微性研究领域的重要进
展。 


















特征就很有必要了。这方面的研究是从 1995 年开始的，当时 Tang
和程立新教授分别独立进行研究并给出一些相同的结果，但 Tang
的结果先行发表，Tang [34] 证明了：定义在可分 Banach 空间 E 上
的 Lipschitz 凸函数 f 具有 FDP（这一概念由程立新及史树中教
授 [35]引入）当且仅当其次微分映象 ( )f E∂ 可分。一个连续凸函数
被称为具有 FDP（GDP）如果每个被 f 上控的连续凸函数 g（即
g f≤ ）均在一个稠密的Gδ 集上处处 Fréchet（Gâteaux）可微。
1996 年，Giles 和 Sciffer [36] 证明了如果 ( )f E∂ 在 E 的每个可分
子空间上均可分，则 f 在 E 的一个稠密的Gδ 集上处处 Fréchet
可微。1997 年，程立新教授及史树中教授 [35]证明了如下结果： 
定理1.1.1 设 f 是定义在Banach空间E上的下半连续真凸函
数，且其有效域 dom( f )为开集，则下面诊断等价： 
1） f 具有 FDP； 
2） ( )f E∂ 在 E 的每个可分子空间上均可分； 
3） ( )f E∂ 具有 RNP； 
4） ( )f E∂ 的 *ω -闭凸包具有 RNP. 















E 为 Asplund 空间当且仅当 E 上由全体具有 FDP 的半范数生成的
局部凸拓扑与E的范数拓扑重合。关于GDP的研究可参看文献 [39] 。 
4. 凸函数的各种可微性的归纳与比较 
    从前面的叙述中我们不难发现,关于凸函数的可微性,人们
研究的较多的是 Gâteaux 可微性与 Fréchet 可微性,而且已经有
了丰富的结果,对于一般的可微性(本文称之为 β -可微性 [41])的
研究较少。在这里,我们给出它们各自的定义，并作个比较。 
     定义 1.1.2 设 f 是定义在 Banach 空间 E 的非空开凸子集 D
上的连续凸函数，我们称 
a） f 在 x D∈ 处 Gâteaux 可微，如果存在唯一的 * *x E∈ ，使得 
*
0
( ) ( )lim[ , ] 0,
t
f x ty f x x y y E
t→ +
+ −
− < > = ∀ ∈  
或等价地， 
0
( ) ( ) 2 ( )lim 0,
t
f x ty f x ty f x y E
t→ +
+ + − −
= ∀ ∈  
b) f 在 x D∈ 处 Fréchet 可微,如果存在唯一的 * *x E∈ ，使得 
*
0
( ) ( )lim sup[ , ] 0
t y B
f x ty f x x y
t→ + ∈
+ −
− < > =  
c) f 在 x D∈ 处β -可微，如果存在唯一的 * *x E∈ ，使得 
*
0
( ) ( )lim sup[ , ] 0,
t y A





− < > = ∀ ∈  
其中β是Ｅ的一个囿． 




















a) Ｅ上所有单点集构成的集族（称 Gâteaux－囿）； 
b) Ｅ上所有有界集构成的集族（称 Fréchet－囿）. 
对应于上述两种囿的β -可微性分别称为 Gâteaux 可微性与
Fréchet 可微性。显然 Fréchet 可微性是最强的一种可微性，由
它可推出 Gâteaux 可微性。但反之不真（ 1l 的范数在 1l 中 Gâteaux
可微点稠密而无处 Fréchet 可微）。而一般的可微性 β -可微性则
是介于Gâteaux可微性与Fréchet可微性之间，而且包含了两者。
在有限维空间中，Gâteaux 可微性、Fréchet 可微性及β -可微性
是等价地。 























第三章 凸函数 Fréchet 可微性与β可微性的模刻划 通过定义模
函数，我们发现研究模函数在０点的连续性能够判断凸函数
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